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1 概要
3次元多様体M の枠束 F : F (M)! M に接続 ! = f!ijgが与えられたとき, その曲率形式

 = f
ijgに対し,
cs :=
1
42
(!12 ^ !13 ^ !23 + !12 ^ 
12 + !13 ^ 
13 + !23 ^ 
23)
で定義される微分形式をM のChern-Simons形式という. これは, S. Chernと J. Simonsに
よって導入されたもので, 外微分をとると F (M)の Pontrjagin類を表す 2次特性類となること
が知られている. とくに, M が閉Riemann多様体で, 接続が Levi-Civita接続のときは, F の切
断 s :M ! F (M)に対し, Z
s(M)
cs mod 1
は sの選び方に依存しないことが知られている. この値をM のChern-Simons不変量といい,
本論文では CS(M)と表す.
3次元双曲多様体の Chern-Simons不変量は, 体積と密接な関わりを持つ. 例えば, PSL(2;C)
の楕円的元を含まない離散部分群  に対し,  から得られる平坦接続 !によりコホモロジー間
の準同型写像
! : H3(sl(2;C))! H3DR(PSL(2;C)  PSL(2;C))
が誘導される. ここで, PSL(2;C)  PSL(2;C)は  の PSL(2;C) PSL(2;C)への対角線作用
による軌道空間を表す. このとき, 3次元双曲多様体M = H3= に対し,
1
4
Z
s(M)
!(A) = Vol(M) +
p 1 22CS(M) mod p 1 22 (1:1)
が成り立つ. ただし, AはH3(sl(2;C))の生成元, s :M ! F (M)は枠束 F の切断である. この
ように, Chern-Simons不変量は, M の体積Vol(M)の虚部に相当するものとみなすことができ
る. (1:1)の右辺を複素体積 (complex volume)と呼び, CV(M)と表す.
Chern-Simons 不変量は, Meyerho [6] により結び目の補空間に拡張され, Hilden-Lozano-
Montesinos [5]により結び目を特異点集合とする orbifoldに拡張された. 本論文では, S3 内の
twist knotと呼ばれる結び目を特異点集合とする orbifoldのChern-Simons不変量の明示公式を
与える. 先行研究として [3]があるが, 本論文の主結果は, dilogarithm関数
Li2(z) =  
Z z
0
log(1  w)
w
dw
を用いた, より自然な公式となっている.
2 一般のorbifoldのChern-Simons不変量
本章では, [5]によるS3内の一般の双曲結び目を特異点集合とする orbifoldのChern-Simons
不変量の定義と, 定義から直接導かれるYoshida関数 [10, Denition 3.2]との関係について説明
する.
以下, を特異点集合とする錐角 の錐多様体 (S3;)を(), のmeridianの holonomy
1
表現の固有値を eu(), の holonomy表現の固有値を ev()と記すことにする.
のmeridian mで適当な条件 [6, Section 3.1]を満たす正規直交枠
s : () n ( [m)! F (() n ( [m))
をとり,
I(()) :=
1
2
Z
s(()n([m))
cs +
1
4
Z
s0(m)
!23   1
22
Re u()v() (2:1)
という関数を考える. ここで, s0は sを ()に拡張した正規直交枠, !ij は F (())の Levi-
Civita接続, csは ()の Chern-Simons形式を表す.
[5]の主張は, orbifold (2=n)の Chern-Simons不変量が
CS((2=n)) := I((2=n)) mod
1
n
(2:2)
により矛盾なく定義できるというものである.
Yoshida関数は, S3 n の幾何構造の変形空間上の関数であるが, ここでは, 錐構造の変形に
制限した
f(u()) :=
Z
s(()n[m))
C   1
2
Z
s0(m)
(1  
p 1!23)
を考える. ただし, C は F (M())の基本 1形式 iと Levi-Civita接続を用いて,
C :=
1
42
(41 ^ 2 ^ 3   d(1 ^ !23 + 2 ^ !31 + 3 ^ !12)) 
p 1cs
で定義される微分形式である. 定義から, 十分小さい錐角 に対し,
Re f(u()) =
1
2
fVol (()) + Im u()v()g ;
Im f(u()) = 2I(()) + Re
1
2
u()v()
が成立する. とくに,  = 2=nのときは, (2:2)より,
Im f (u(2=n)) =
1
2

22CS ((2=n)) + Re u(2=n)v(2=n)
	
mod
2
n
が成り立つ. すなわち,
f(u(2=n)) =
1
2

CV((2=n)) p 1 u(2=n)v(2=n)	 mod 2
n
p 1 (2:3)
である.
3 変形空間上のNeumann-Zagier関数
引き続き, を S3内の双曲結び目とする. 本章では, Neumann-Zagier [7]によって導入された
S3 nの幾何構造の変形空間上のNeumann-Zagier関数について説明する. 以下, のmeridian
の holonomy表現の固有値を eu, の holonomy表現の固有値を evと書くことにする. このとき,
(u) :=
Z u
0
(vdu  udv) + uv (3:1)
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図 1: x1; : : : ; xk 1の対応
と定義すると, は,
v =
1
2
@
@u
; (0) = 0 (3:2)
を満たす. これを, Neumann-Zagier関数という. さらに, [5, Theorem 3.4]より, S3 n の幾
何構造の変形空間上のYoshida関数 f に対し,
p 1
2
Z u
0
(vdu  udv) = f(u)  1
2
CV(S3 n ) (3:3)
が成り立つ.
4 Hyperbolic twist knot
自然数 kに対し, 図 1で定義される S3内の結び目を twist knotといい, Tkと表す. k > 1の
とき, S3 n Tkには双曲構造が入ることが知られている.
4.1 完備な双曲構造に対するポテンシャル関数
[1]では,以下で定義されるS3nTkの完備双曲構造に対するポテンシャル関数からChern-Simons
不変量が求められることを証明した.
定義 4.1 S3 n Tkの完備な双曲構造に対するポテンシャル関数 V1(x1; : : : ; xk 1)を,
V (x1; : : : ; xk 1) :=  Li2 (1=x1) + Li2(x1)
+
k 1X
i=2
fLi2(xi) + Li2 (1=xi)  Li2 (xi 1=xi)g   
2
6
(k   2)
3
により定義する. ここで, 変数 x1; : : : ; xk 1は Tkの図式の各辺に図 1のように対応している.
命題 4.2 ([1]) 連立方程式
exp

x1
@V
@x1

= exp

x2
@V
@x2

=    = exp

xk 1
@V
@xk 1

= 1　
は, S3 n Tkの双曲構造方程式を与える. さらに, S3 n Tkの双曲構造に対応する解
(1; : : : ; k 1)
がただ一つ存在する.
命題 4:2の (1; : : : ; k 1)を S3 n Tk の完備な双曲構造に対応する geometric solutionと呼
ぶ. このとき, 各 iに対し, 
xi
@V
@xi

(x1;:::;xk 1)=(1;:::;k 1)
= 2
p 1ri
となる ri 2 Zが存在することに注意する.
定理 4.3 ([9, Theorem 2.6]) S3 n Tkのポテンシャル関数の補正
eV (x1; : : : ; xk 1) := V (x1; : : : ; xk 1)  2p 1 k 1X
i=1
ri log xi
に対し, eV (1; : : : ; k 1) =  22CS(S3 n Tk) +p 1Vol(S3 n Tk) mod 2
が成り立つ. すなわち,
eV (1; : : : ; k 1) = p 1 CV(S3 n Tk) mod 2
である.
4.2 非完備双曲構造に対するポテンシャル関数
本節では, [8]に従い, 非完備双曲構造を持つ S3 n Tkの双曲構造方程式を記述する.
定義 4.4 S3 n Tkの非完備双曲構造に対するポテンシャル関数を V (x1; : : : ; xk 1; u)を,
V (x1; : : : ; xk 1; u) :=  Li2(1=x1eu) + Li2(x1=eu)
+
k 1X
i=2
fLi2(xi=eu) + Li2(eu=xi)  Li2(xi 1=xi)g
+ 2u
k 1X
i=1
( 1)i+1+k log xi
  
2
6
(k   2)  3
n
1  ( 1)k
o
u2
により定義する. ここで, 変数 x1; : : : ; xk 1; euは図式の各辺に図 2のように対応している.
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図 2: x1; : : : ; xk 1; euの対応
上の定義において, u = 0とすると, 定義 4:1のポテンシャル関数が得られることに注意する.
命題 4.5 ([8]) 連立方程式
x1
@V
@x1
= x2
@V
@x2
=    = xk 1 @V
@xk 1
= 0
は S3 n Tk の双曲構造方程式を与える. ここで, euは Tk のmeridianの固有値に対応している.
さらに, S3 n Tkの双曲構造に対応する解
(1(u); : : : ; k 1(u))
がただ一つ存在する.
命題 4:5の (1(u); : : : ; k 1(u))を S3 nTkの非完備双曲構造に対応する geometric solution
と呼ぶ.
命題 4.6 ([8])
exp

@V
@u

=
e 5+( 1)k7
(1  1=x1eu)2
k 1Y
i=1
exp

 xi @V
@xi

x
2( 1)i+1+k
i
は, Tkの longitudeの holonomy表現の固有値 ev に対し,
 1
2
@V
@u

(x1;:::;xk 1;u)=(1(u);:::;k 1(u);u)
= v + 2
p 1r (4:1)
を満たす r 2 Zが存在する.
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従って, (3:2)より次の命題が得られる.
命題 4.7 ポテンシャル関数 V (x1; : : : ; xk 1; u)の補正
eV (x1; : : : ; xk 1; u) := V (x1; : : : ; xk 1; u)  2p 1 k 1X
i=1
ri log xi + 2
p 1 ru (4:2)
に対し,
(u) =  eV (1(u); : : : ; k 1(u); u) +p 1CV(S3 n Tk) mod 2
が成り立つ.
4.3 Twist knot orbifoldのChern-Simons不変量
以下, Tkを特異点集合とする錐角 の錐多様体を Tk()で表す. 本論文の主定理は, 次の通り
である.
定理 4.8 (主定理) 十分大きい自然数nに対し, Twist knot orbifold Tk(2=n)のChern-Simons
不変量 CS(Tk(2=n))は, 以下の式で与えられる :
nが偶数のとき,
CS (Tk (2=n)) =   1
22
Re eV (1(u(2=n)); : : : ; k 1(u(2=n)); u(2=n)) mod 1
n
;
nが奇数のとき,
CS (Tk (2=n)) =   1
22
Re eV (1(u(2=n)); : : : ; k 1(u(2=n)); u(2=n)) mod 1
2n
:
証明 (3:3)と命題 4:7より,
eV (1(u()); : : : ; k 1(u()); u()) = p 12f(u()) mod 2:
とくに,  = 2=nのときは, (2:3)より, あるN; M 2 Zが存在して,
eV (1(u(2=n)); : : : ; k 1(u(2=n)); u(2=n)) = p 1CV(Tk(2=n)) + nN   2M
n
2 (4:3)
が成り立つ. すなわち,
CS(Tk(2=n)) =   1
22
Re eV (1(u(2=n)); : : : ; k 1(u(2=n)); u(2=n)) mod 1
2n
:
また, n = 2l (l 2 N)とすると, (4:3)の 2の係数は,
nN   2M
n
=
2(lN  M)
2l
=
lN  M
l
となる. すなわち, nが偶数のときは,
CS(Tk(2=n)) =   1
22
Re eV (1(u(2=n)); : : : ; k 1(u(2=n)); u(2=n)) mod 1
n
となる. 2
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5 Chern-Simons不変量の計算結果
命題 4:5より, Tk()の双曲構造に対応する geometric solution 1(u()); : : : ; m 1(u())は,
1
2(u())
=
1
x1

1  e( 1)1+k2u()   ef( 1)1+k 1g2u()

+ ef2( 1)
1+k 1gu()

1 +
1
1()2

;
1
i+1()
= e (2( 1)
i+k+1)u()

1  i 1(u())
i(u())

+
1
i(u())
(2  i  k   2);
k 1(u()) = k 2(u())  e3u()
を満たす. 以下は, 上述の漸化式と, 定理 4:8による Tk(2=n)とその n重被覆Mn(Tk)のChern-
Simons不変量とMn(Tk)の体積の計算結果である.
T3(2=n)
n :even CS (T3(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T3)) mod 1 Vol(Mn(T3))
4 0.0631886 0.252754 4.7495
6 0.116204 0.697227 12.2552
8 0.00800983 0.0640786 19.022
10 0.0404568 0.404568 25.3766
12 0.0610833 0.733 31.5075
14 0.003919 0.0548661 37.5061
16 0.0232965 0.372744 43.4206
18 0.0382228 0.68801 49.2785
20 0.0000734869 0.00146974 55.0965
n :odd CS (T3(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T3)) mod
1
2 Vol (Mn(T3)
5 0.0983333 0.491667 8.61242
7 0.0550843 0.38559 15.7081
9 0.0262653 0.236388 22.2358
11 0.00634955 0.069845 28.4629
13 0.03030502 0.394553 34.5197
15 0.01428 0.214199 40.4718
17 0.00180258 0.0306438 46.3554
19 0.0181542 0.344929 52.1917
21 0.00750892 0.157687 57.994
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T4(2=n)
n : even CS (T4(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T4)) mod 1 Vol (Mn(T4))
4 0.144925 0.579699 6.59895
6 0.0351571 0.210943 14.8488
8 0.108039 0.864313 22.186
10 0.0530574 0.530574 29.1289
12 0.0169859 0.203831 35.8703
14 0.062944 0.881216 42.4925
16 0.0350765 0.561224 49.0466
18 0.0134998 0.242996 55.5488
20 0.0463006 0.926012 62.0163
n : odd CS (T4(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T4)) mod
1
2 Vol (Mn(T4))
5 0.0784576 0.392288 10.8945
7 0.00506505 0.0354553 18.587
9 0.0218112 0.196301 25.6908
11 0.0333229 0.366552 32.5181
13 0.00324019 0.0421224 39.194
15 0.0147304 0.220956 45.7783
17 0.0236428 0.401928 52.3028
19 0.00444069 0.0843731 58.7862
21 0.012756 0.267876 65.2402
T5(2=n)
n : even CS (T5(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T5)) mod 1 Vol (Mn(T5))
4 0.237362 0.949449 7.74869
6 0.0258745 0.155247 16.2001
8 0.0387886 0.310309 23.7837
10 0.0447063 0.447063 31.0095
12 0.0479077 0.574892 38.052
14 0.049834 0.697676 44.988
16 0.0510826 0.817322 51.8568
18 0.051938 0.934885 58.6804
20 0.00254956 0.0509911 65.4723
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n : odd CS (T5(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T5)) mod
1
2 Vol (Mn(T5))
5 0.0126523 0.0632616 12.1461
7 0.0337288 0.236102 20.055
9 0.0422425 0.380183 27.4269
11 0.00107119 0.0117831 34.5476
13 0.0105206 0.136767 41.5303
15 0.0171875 0.257812 48.4291
17 0.0221363 0.376318 55.2732
19 0.0259522 0.493091 62.0797
21 0.00517281 0.108629 68.8591
T6(2=n)
n : even CS (T6(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T6)) mod 1 Vol (Mn(T6))
4 0.0876043 0.350417 8.4456
6 0.138167 0.829004 16.9667
8 0.0430876 0.3447 24.6882
10 0.0876213 0.876213 32.0752
12 0.0346454 0.415744 39.2894
14 0.0685633 0.959886 46.4029
16 0.0316822 0.506916 53.4526
18 0.00310422 0.055876 60.4594
20 0.0303094 0.606188 67.4361
n : odd CS (T6(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T6)) mod
1
2 Vol (Mn(T6))
5 0.0165337 0.0826684 12.864
7 0.0120078 0.0840545 20.8862
9 0.012125 0.109125 28.4102
11 0.0132042 0.145247 35.6982
13 0.0144131 0.187371 42.8559
15 0.0155408 0.233111 49.9341
17 0.016541 0.281197 56.9604
19 0.0174152 0.33089 63.9506
21 0.0181777 0.381731 70.9157
9
T7(2=n)
n : even CS (T7(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T7)) mod 1 Vol (Mn(T7))
4 0.193585 0.774339 8.88245
6 0.146106 0.876634 17.4408
8 0.116836 0.934686 25.2487
10 0.0975571 0.975571 32.7366
12 0.000661257 0.00793509 40.0582
14 0.00253179 0.0354451 47.2825
16 0.00374539 0.0599262 54.4451
18 0.00457722 0.08239 61.5662
20 0.00517214 0.103443 68.658
n : odd CS (T7(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T7)) mod
1
2 Vol (Mn(T7))
5 0.0669081 0.33454 13.308
7 0.0583915 0.40874 21.4007
9 0.0507279 0.456551 29.0201
11 0.0447751 0.492526 36.4128
13 0.00170433 0.0221563 43.6798
15 0.00319922 0.0479883 50.87
17 0.00419798 0.0713657 58.0099
19 0.00489815 0.0930649 65.1152
21 0.00540791 0.113566 72.1956
T8(2=n)
n : even CS (T8(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T8)) mod 1 Vol (Mn(T8))
4 0.0536832 0.214733 9.17099
6 0.103012 0.618074 17.7542
8 0.00768503 0.0614802 25.6201
10 0.0521232 0.521232 33.1754
12 0.0824329 0.989195 40.5685
14 0.03299 0.46186 47.8666
16 0.0585917 0.937467 55.1044
18 0.0230576 0.415036 62.3015
20 0.044699 0.89398 69.4701
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n : odd CS (T8(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T8)) mod
1
2 Vol (Mn(T8))
5 0.0817026 0.408513 13.6009
7 0.0481239 0.336867 21.7413
9 0.032221 0.289989 29.4244
11 0.0231333 0.254466 36.887
13 0.0173135 0.225075 44.2268
15 0.0132913 0.199396 51.4916
17 0.0103559 0.17605 58.7072
19 0.00812438 0.154363 65.8888
21 0.00637352 0.133844 73.0461
T9(2=n)
n : even CS (T9(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T9)) mod 1 Vol (Mn(T9))
4 0.166753 0.667012 9.37095
6 0.118628 0.711768 17.9721
8 0.0892237 0.71379 25.8789
10 0.0698925 0.698925 33.4815
12 0.0563036 0.675643 40.9247
14 0.0462542 0.647558 48.2744
16 0.0385295 0.616473 55.5647
18 0.0324105 0.583388 62.8151
20 0.0274452 0.548905 70.0372
n : odd CS (T9(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T9)) mod
1
2 Vol (Mn(T9))
5 0.0396032 0.198016 13.8044
7 0.0308286 0.2158 21.9784
9 0.0230846 0.207761 29.7063
11 0.0170953 0.188049 37.2178
13 0.0124663 0.162062 44.6086
15 0.00882102 0.132315 51.9255
17 0.00589037 0.100136 59.194
19 0.00348914 0.0662936 66.4291
21 0.00148872 0.0312631 73.6402
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T10(2=n)
n : even CS(T10(2=n)) mod
1
n CS (Mn(T10)) mod 1 Vol (Mn(T10))
4 0.0320099 0.12804 9.51515
6 0.0809665 0.485799 18.1299
8 0.110559 0.884475 26.0665
10 0.029966 0.29966 33.7035
12 0.0602599 0.723119 41.1831
14 0.0108078 0.151309 48.5704
16 0.0364036 0.582458 55.8989
18 0.000865598 0.0155808 63.1879
20 0.0225042 0.450085 70.449
n : odd CS(T10(2=n)) mod
1
2n CS (Mn(T10)) mod
1
2 Vol (Mn(T10))
5 0.059758 0. 29879 13.9514
7 0.0260276 0.182193 22.1502
9 0.0100766 0.0906893 29.9108
11 0.000966981 0.0106368 37.4579
13 0.0335968 0.436759 44.8857
15 0.0244392 0.366588 52.2406
17 0.0175774 0.298816 59.5475
19 0.0122467 0.232687 66.8214
21 0.00798721 0.167732 74.0715
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